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Abstract

This study explains the principles behind moment of inertia and how it can be found for
basic and complex objects using integral calculus taking a standpoint in the Riemann in-

tegral. This study is based on finding the moment of inertia for a standard toy-diabolo.

Further, the energy for a rigid object performing both translation and rotary movement is
explained using Konig’s equation to show, how the overall kinetic energy is the sum of

the energy from the translation and the rotary movement.

Furthermore, several experiments has been performed to show, how the moment of iner-
tia for any object can be found in a setup with a roll without friction based on accelera-
tion, and also how the coefficient of friction for a diabolo can be found using Capstans
equation. In addition, it is shown how it is possible to decide a body’s moment of inertia

by looking at the structure of the object.

Lastly, a simple diabolo trick is also included to understand how the friction between the
cord and the diabolo is important to accomplish the tricks the skilled diabolo performers
do.

The conclusive statement is, that the moment of inertia is a difficult and complex expres-
sion in physics, and that it is hard to find with the equipment we have in the upper sec-
ondary school. We were able to find an answer though, but in comparison to the theo-

retic value, we still had sources of error.
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Studieretningsprojekt 2015

Indledning:

Nar man ser et legeme roterer i dagligdagen teenker man ikke nermere over det. Et hjul pa
en bil eller et svinghjul pa et dampskib. De er der bare, men bag disse cirkulere legemer er
der fysikere eller ingenigrer, der har bestemt praecis, hvorfor de ser ud, som de gar. Alle le-
gemer kan settes i rotation, men legemets opbygning har stor betydning for, hvor let den ud-

farer rotationen.

Inertimomentet beskriver preecis dette — nemlig hvor let det er at fa et legeme til at rotere —
eller mere det modsatte, hvor sveert det er at fa dette legeme til at stoppe med det. Man ten-
ker ikke over det i sin hverdag, men det er utrolig vigtigt for opbygningen af mange ting —
heriblandt et cykelhjul — men ogsa legetgj som en diabolo eller en yoyo. Der er fysik i alt, og

al beveegelse kan forklares.

| denne opgave bliver der kastet lys pa begrebet inertimoment, og dennes brug i en diabolo.

Der bliver ogsa kigget pa forskellige fysiske begreber, eksperimenter og matematiske meto-
der, der kan bruges til at forklare, hvorfor inertimomentet er, som det er — men ogsa hvordan
det har en vigtig indflydelse pa det at male energien i et legeme, der bevaeger sig. For at for-

sta det mere komplekse, skal det centrale farst pa plads.

Massemidtpunkt:

Massemidtpunktet kan veere relevant at finde, idet det er et sted pa et legeme, hvor det vil
veere i ligeveegt i forhold til tyngdekraften uanset hvordan legemet drejes om en akse. Et ek-
sempel kunne vere en cirkelformet skive, hvor den er hangt op i et sgm gennem centrum.
Uanset hvordan denne cirkelformede skive drejes om sgmmet, vil den veere i ligeveegt. Pa

samme made kan man finde sadan et punkt pa et legeme, der ikke er symmetrisk opbygget.
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Massemidtpunktet kan findes, hvis vi deler legemet op i en reekke massedele med masserne

m,, m, 0sv., som alle er s& smd, at de kan betragtes som partikler. *

Massemidtpunktet af et system definerer vi ud fra koordinaterne (X, Yem) (€M star for ”’Cen-
ter of Mass”) pa falgende made:

myx,; + myx, + myxs Y MX;

me

m+m,+ms..  rmy
Yo, = miys +mpy; + mays.  Xmy;
cm my; +m; +ms .. Zmi

Vi tager altsd summerne af alle punkternes masse samt deres koordinater pa henholdsvis 1.-
og 2.-aksen, og dividerer disse med den samlede masse for legemet, idet summen af alle punk-

ternes masse pa legemet ma vaere den samlede masse.

Typisk leegger man koordinatsystemet i massemidtpunktet, hvis man kigger pa en rotation af
legemet, men det kan veaere meget relevant at kigge pa stedsvektoren for massemidtpunktet,
hvis nu et legeme udfarer en translatorisk bevaegelse, sa koordinatsystemet leegges uden for
legemet. Stedet for massemidtpunktet kan findes ved at kigge pa stedvektorerne for alle de
sma punkter (hvilket ogsa giver en x- og en y-veerdi, tilmed ogsa en z-verdi hvis man kigger
3-dimensionelt). Dette kan defineres pa falgende made:

myrq + myry + mgrz+... Z m;r;

Tr = =
cm mq + m, + ms ... Zmi
Altsa minder denne definition meget om den anden, der bliver bare kigget pa vektorer i stedet

for.2

Energi for et legeme i bevaegelse:
Nar vi nu har massemidtpunktet pa plads er det essentielt ogsa at kigge pa, hvilken energi et
legeme har, nar den udfarer en translatorisk bevaegelse, hvor den samtidig roterer. Den meka-

niske energi kan veere vigtig for forstaelsen for, hvilke ting der indvirker, nar man skal male

! Fogh, Esper og Knud Erik Nielsen: Stive Legemers Bevagelse. 2. udg. Silkeborg Bogtrykkeri, 1999. s. 11

2Young, Hugh D. og Roger A. Freedman: I: University Physics. 9. udg. Addison-Wesley Publishing Company, 1996. s.

246
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pa beveagelsen af et legeme. Her indfgres rotationsenergien samt et dybere indblik pa den
samlede mekaniske energi for legemets bevagelse.

- Rotationsenergi:
Hvis man har et legeme der roterer med vinkelhastigheden @ gennem en fast akse, kan man
ligesom far dele legemet op 1 ”i” massedele, hvor massedelene hver for sig er s& sma, at man
kan se bort fra deres udstreekning. Alle massedelene har en afstand ind til midtpunktet O.
Afstanden kaldes ri. Idet legemet roterer omkring den faste akse, har alle massedelene, ogsa
vinkelhastigheden , idet de alle udfarer jeevn cirkelbeveegelse. Farten for massepunkterne
kan derfor skrives som fglgende:
V=T

Man kan udregne den kinetiske energi for hver massedel, og denne vil vare

E; = 0.5-m; - (r; - w)?. Vi er dog ikke interesseret i at udregne den kinetiske energi for hver
massedel, men for hele legemet ved at finde summen af alle massedelenes kinetiske energi —
denne kaldes rotationsenergien. Vi kan se, at 0.5 og ® vil vere det samme i alle udregninger

for massedelenes kinetiske energi, sa de kan sattes uden for summen, s derfor kan den sam-

. o 2
lede rotationsenergi skrives £. = 0.5-0> >, m.r2 .
rot 11

Starrelsen z ml-'”,-z kaldes for inertimomentet I, og derfor kan rotationsenergien ogsa skrives

E, =051

ro

Ud fra den farste ligning i afsnittet kan det ogsa ses, at ® ma vare lig %

Hvis legemet ikke blot roterer, men samtidig udferer en translatorisk bevagelse, kan vi ud fra

Ko6nigs setning (se kapitlet "Konigs setning) se, at falgende ma gelde:

2
= 0.5-1-V—2 + 0.5-mV?
r

Ekin - Erot +E

trans

Idet den samlede Kkinetiske energi er givet ved summen af energien fra bevaegelsen masse-

midtpunktet udfarer og energien i massemidtpunktsystemet.?

3 S Fogh, Esper og Knud Erik Nielsen: Stive Legemers Bevagelse. 2. udg. Silkeborg Bogtrykkeri, 1999. s. 20.
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Vi vil nu kigge naermere pa udledningen af Konigs saetning, sa vi kan se hvorfor, at summen
af rotations- og translationsenergien er den samlede kinetiske energi:

- Konigs seetning:
I et massemidtpunktssystem geelder der Konigs seetning, som siger, at den kinetiske energi i
et partikelsystem er summen af den kinetiske energi fra den bevaegelse, som partiklen udfarer
og den kinetiske energi fra den beveegelse, som massemidtpunkssystemet udferer (fx en rota-
tion). Dette kan skrives som fglgende:

T=T,+0.5 M- vk
Hvor T er den samlede kinetiske energi, C er massemidtpunktet (sa Tc er den samlede kineti-
ske energi i massemidtpunktssystemet og vc er massemidtpunktets fart). M er den samlede
masse for hele partikelsystemet.*
Denne s&tning kan udledes ved at kigge pa et legeme, der beveger sig i en translatorisk be-

veegelse mens den samtidig roterer i en jeevn cirkelbevaegelse, som det ses pa illustrationen:

4 Mekanik. Udgivet af Gyldendal - Den Store Danske. Internetadresse:http://www.denstoredanske.dk/It,_teknik_og_na-
turvidenskab/Fysik/Klassisk_mekanik og_kvantefysik/mekanik - Besggt d. 10.12.2015 (Internet)
> Combined translation and rotation: Energy relations. Young, Hugh D. og Roger A. Freedman: I: University Physics. 9.

udg. Addison-Wesley Publishing Company, 1996. side 301-303. (Afsnit i bog)
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Vi kigger reelt pa to koordinatsystemer. Et der ligger i midten af massemidtpunktet (sa mas-
semidtpunktet ligger i koordinaterne (0,0,0)) og et der ligger uden for legemet, vi kigger pa.
Det kan sammenlignes med en bil, der karer pa jordoverfladen. Jorden har sit eget koordinat-
system fra centrum, mens bilen ogsa har et koordinatsystem — hvor koordinatsystemet for
bilen beveeger sig i forhold til koordinatsystemet for jorden. Derfor kan bevegelserne inde i
bilen beskrives ud fra bilens koordinatsystem, og det der sker inde i bilen er derfor relativt til

bilen.

Vi deler legemet op i et stort antal partikler med massen m; og kigger pa disse hver for sig.
Disse partikler har afstanden ri ind til massemidtpunktet og de roterer alle med jeevn cirkelbe-
vaegelse. Derfor ma partiklernes samlede hastighed vi vaere summen af hastighedsvektoren for
massemidtpunktets hastighed vecm 0g hastighedsvektoren for partiklens rotation, der er relativ
til massemidtpunktet, denne kaldes vi’.
v, =V + Ve
Den kinetiske energi for hvert partikel ma kunne skrives som Ej;,, ; = 0.5 - m; - v7 men denne
ma ogsa kunne skrives om som Ey;, ; = 0.5 - m; - (v; - v;). Bruger vi den farnavnte ligning
for den samlede hastighed for funktionen v; = v; + v,,,, ma falgende derfor kunne skrives:
Epini = 0.5 mi(em + v7) - (Wem + v7)

= 0.5 mWen * Vem + 2Vem " Vi + V- V)

Idet det vides fra matematikkens vektorregning, at a - a = |a|? kan fglgende skrives:

Ekin,i =0.5- m; (vczm + 200 ’U; + vilz)

Da vi ikke er interesseret i et enkelt partikels kinetiske energi, men det samlede legemes ki-
netiske energi, skal vi kigge pad summen af alle de sma partiklers kinetiske energi Y, Ey;r ;.

Ved at gange ind i parentes fas:

Eyin = Z Ekin,i = 2(0-5 m; vczm) + Z(ml "Vem* ‘D:) + 2(0'5 m; e vilz

Det kan ses, at farste og andet led begge har udtryk, som vil veere de samme for alle partik-

lerne. Derfor kan disse saettes uden for summerne:

Exin =0.5" Z(ml) ’ vczm + Z(ml ' 17;) "Vem + Z(O-S m; vi,2
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Det vides, at ledet Y:(m; - v}) er lig 0, da det er den relative hastighed v; vi kigger pa, og det

kan forklares ved at kigge pa definitionen af massemidtpunktet % Vi ved, at vi har et

relativt koordinatsystem, der beveeger sig, idet det ligger i massemidtpunktet pa det legeme i
beveegelse, vi arbejder med. Da massemidtpunktet derfor ligger i (0,0,0), kan vi sige, at

!
XmTy

xm;
udtryk: ¥ m; - r; = 0. Differentierer vi det udtryk, vil vi fa falgende:

Zmi-v§=0

Pa denne made, kan vi altsa se, at det midterste led giver 0, s& dette kan fjernes:

Eyin =0.5- Z(mi) ‘v2, + 2(0.5 “m; - vi’z

Det vides, at ). (m;) ma vere den samlede masse M for legemet, derfor ma det farste led give

= 0. Ganger vi med summen af partiklernes masse pa begge sider, far vi falgende

Da ()" = v;

0.5+ M - v2,, hvilket ma veere den kinetiske energi for den bevaegelse, som legemet udfarer.
| det andet led kan ses, at det ma veere energien for rotation partiklerne laver, idet
v/? = w? - r?, 0og da vi ved, at inertimomentet er givet ved I = Y, m; - /> kan det ses, at led
nummer 2 ma vaere 0.5 - I - w?. Derfor kan den samlede kinetiske energi skrives pa falgende
made:
Exin=05-M-v2, 4+ 0.5 1., - w?

Vi har altsa vist, at summen af den kinetiske energi for et legemes translatoriske bevagelse
og rotationsenergien beskriver den samlede kinetiske energi for legemet, hvilket vi nzvnte i
forrige kapitel. Vi vil nu kigge pa accelerationen for legemet, idet det kan veere essentielt, hvis

man vil lave forsgg med et legeme i bevagelse.

6 Young, Hugh D. og Roger A. Freedman: I: University Physics. 9. udg. Addison-Wesley Publishing Company, 1996. s.

301
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- Udledning af acceleration ud fra den mekaniske energi i et rent rul:

| et lukket system, som viser et rent rul, somses 7]
pa figuren’, vides der, at den mekaniske energi
er konstant. lIdet den mekaniske energi er sum- h

men af den kinetiske og den potentielle energi

mé& —AE,,; = AEy, gelde.

Dog kan vi se bort fra Ey;p, s¢are, da denne ma veere 0, idet farten for kuglen i starten ma veere
lig 0, da den vil ligge pa toppen af det skra plan.

Falgende ma derfor kunne opsettes (koordinatsattet sattes, sa der regnes positivt opad):

2
v
—m-g-(h—ho)=O.5-m-172+0.5-1-r—2

Hvor ho er hgjden i starten af rullet.

Vi vil gerne have leengden s som en funktion af tiden. Ved brug af regler inden for trigono-
metrien, kan vi derfor sige, at h(t) = s(t) - sin(8) ma geelde som udtryk for hgjden (se evt.
billede for reference).

Vi vil derfor kunne satte falgende op:

v(t)?

T2

m-g-hy—m-g-s(t)-sin() =05-m-v(t)*+05-1-

Hvor hastigheden ogsa bliver som funktion af tiden.

Vi kan nu begynde at udlede accelerationen trin for trin:

I i i -
2m-g-hy—2m-g-s(t)-sin(8) = v()2(m +—) Ved lidt matematisk ud
™ ledning fas dette.

I i i 3
—2m-g-s'()-sin(0) = v'(£) - 2v(t) - (M + =) Der differentieres pa
r begge sider, s& det farste
led pa venstre side fjer-

nes.

7 http://janengelbrechtpedersen.dk/mobilesite/files/Fysikrap-
port%20Bev%C3%A6gelse%20p%C3%A5%20skr¥oC3%A5plan.pdf. 09.12.2015. (Billede)
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m-g-s'(t)-sin(0) " Der divideres med 2 pa
_ =
v(t) - (m+ rI—Z) begge sider og v'(t) iso-
leres
. v Qi 9 ! =
m-g 51;1( ) — () Idet s'(t) =v(t) og
(m+ r—z) v'(t) = a(t) kan accele-

rationen udledes.

Pa denne made kan accelerationen altsa findes ud fra den mekaniske energi. Det kan ses ud
fra ligningen, at acceleration ned ad det skra plan med et rent rul er konstant, idet alle udtryk-
kene pa venstre side i udledningen er konstante.

¢ Riemann-integralet:
Nar vi kigger pa inertimomentet for et objekt, kan det tit vaere meget relevant at bruge en
uendelig fin inddeling af det legeme, man skal finde inertimomentet for. For at kigge pa denne
uendelig fine inddeling skal integralregning fra matematikken bruges. Vi vil her kigge pa den

matematiske baggrund for det integralbegreb, som Bernhard Riemann indfgrte i 1854.

- Summer:
Farst forklares de centrale begreber. Vi ser pa en begraenset funktion f(x) i et lukket interval,
[a;b], hvor der er en endelig delmangde a = x,, x4, X5, ..., Ny—1, X, = b hvor det forstas, at
a = X, 09 b = x,,. Derudover skal det ogsa opfylde, at x;_, < x; for j = 1,2,3,...n. Det be-
markes da, at intervalinddelingerne ikke behgver at veere lige lange, men bare skal opfylde

ovenstéende ulighed. 8

Vi lader f(x) veere en reel funktion defineret i intervallet [a;b], og vi veelger en x-veerdi, t, til
hvert delinterval (se billedet). Vi kan derfor definere middelsummen S(f) (middelsummen af

funktionen f i et lukket interval) pa fglgende made:
SUf) = F@) 0 — x0) + f(E2) (e — x1) 4. +f (82) e — xp—1) = Z f@) (g — x-1)
j=1

Hvorj=1,23..n

8 Gran, Bjorn m.fl.: Hvad er matematik? A. 1. udg. Lindhardt og Ringhof, 2013.
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)
. L;._

b

Vi ser altsa, at middelsummerne danner rektangler under kurven — og definitionen ligner
ogsa udregningen af rektanglers areal (hgjde-grundlinje) bare hvor hgjden her er udskiftet

med y-verdier, der ikke ngdvendigvis behgver at vere positive. 1°

For at gare det simpelt kan man lave nogle serlige inddelinger af delpunkterne i middelsum-
men. Valger man hver gang t; til at vaere i venstre side af delintervallet fas en venstresum,
veelger man t; til at veere i hgjre side af delintervallet fas en hgjresum — saetter man t; til at veere
lige i midten af delintervallerne fas en midtsum. Dette kan veere meget nyttigt at gere i visse

tilfelde, og disse simple inddelinger bruges ogsé senere i opgaven.!!

For j = 1,2,3 ...n indfarer vi ogsa y-vardierne m;j(f) og M;(f), der defineres:

M;(f) er det mindste overtal til funktionen inde for delintervallerne — altsa skal denne y-veerdi
ligge lige over funktionen. mj(f) er det mindste undertal til funktionen inde for delintervallerne
— altsa skal denne y-verdi ligge lige under funktionen.

Derfor kan fglgende uligheder opskrives:
m;(f) < f(x) < M(f) for x;_, < x < x;.

9 HJ: Arealer under grafer. I: Noter, 03.2013, s. 7 (PDF)
10 Om Riemann-integralet. Noter til matematik 1. Udgivet af Aalborg Universitet. Internetadresse: http:/pe-

ople.math.aau.dk/~matarne/09-mat2/riemann.pdf - Besggt d. 10.12.2015 (PDF) s. 2

11 Grgn, Bjgrn m.fl.: Hvad er matematik? A. 1. udg. Lindhardt og Ringhof, 2013. s. 138

10
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Ud fra disse to veerdier kan begreberne undersum, L, og oversum, U, defineres:

L = ) mi() - (g = %5-1)
j=1

n
UG = D M- (5= 550)
j=1
Undersummen og oversummen kan visualiseres af billederne herunder (undersum til venstre

og oversum til hgjre), hvor man kan se rektanglerne har toppunkt henholdsvis lige under og

lige over kurven for f(x), som det ogsa kan ses ud fra definitionen af dem:

A y = f(x) r A y = £(x) /
) . . y - SN B ’ |

12

Det falger af vores definitioner af summerne, at fglgende derfor mé geelde: 3

L) =SH=Uu()

Da vi nu har styr pa summerne kan vi kigge pa selve definitionen af Riemann-integralet:

- Definitionen af Riemann-integralet:
For at definere Riemann-integralet skal summerne bruges. Hvis undersummen, oversummen
og middelsummen er defineret pa de samme delintervaller, kan vi tage det starste delinter-
val, gn 0g lade dette ga mod nul. Ger vi dette, kan vi se ud fra definitionerne af summerne, at
over- og undersummerne derfor ogsa vil ga ind mod hinanden — idet de er defineret ud fra

delintervallerne.

12HJ: Arealer under grafer. I: Noter, 03.2013, s. 3 (PDF)
13 Om Riemann-integralet. Noter til matematik 1. Udgivet af Aalborg Universitet. Internetadresse: http:/pe-

ople.math.aau.dk/~matarne/09-mat2/riemann.pdf - Besggt d. 10.12.2015 (PDF) s. 2

11
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Over- og undersummerne vil aldrig kunne ligge oveni hinanden, idet det ene ligger over
funktionen og det andet ligger under, men idet intervallerne gar mod nul, sa vil de to sum-

mer ogsa ga mod en graensevardi, A.

Geelder dette for en funktion defineret pa et lukket interval [a;b], kan man sige, at integralet

vil veere greenseveerdien. Derfor kan fglgende skrives:

A= fbf(x)dx

Og det er definitionen af en Riemann-integrabel funktion. Dette kan ogsa ses, hvis der kigges

pa eksistensen af et Riemann-integral i en monoton kontinuer funktion.

- Monotone kontinuerte funktioner:
Vi vil vise, at der er en eksistens af integralet for monotone kontinuerte funktioner. Ved en
monoton funktion, der er defineret pa et lukket interval [a;b] (hvilket ger den kontinuer i de
fleste tilfeelde) kan det vises, at funktionen er Riemann-integrabel. Dette geres ved at lade det

starste delinterval, gn, ga mod nul. Dette kan beskrives ved fglgende satning:

n n b
D 1(6) =5 = Y £(6) -4~ | reoax
Jj=1 j=1 a

For g,, - 0, hvor g,, = x; — x;_; for alle .
Setning beskriver, at middelsummen konvergerer mod Riemann-integralet, nar det starste

delinterval gar mod 0.

Dette kan bevises ved at vi antager, at vi har en funktion, f(x), som er voksende i intervallet
[a;b]. Hvis vi siger dette, kan vi sige, at f(a) < f(x) < f(b). Som fgr inddeles intervallet
[a;b] i n antal delintervaller, hvor vi ud fra de delintervaller laver en undersum, U(f), og en
oversum L(f), som tidligere er defineret. Da vi siger, at funktionen er voksende i intervallet,
kan vi ogsa lave undersummen til en venstresum, og oversummen til en hgjresum (se “Defi-
nitionen af Riemann-integralet” for forklaring af hejre- 0g venstresum). Dette visualiseres pa

falgende made:
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14

Hvor det ses, at oversummen, U, rammer funktionen i hgjre hjgrne, og undersummen, L, ram-

mer funktionen i venstre hjgrne.

Vi er interesserede i det lilla omrade, da disse ligger imellem over- og undersummen, og derfor
indeholder funktionen, derudover er vi interesserede i at lave leengden af det sterste delinter-

val, gn ga mod nul. Vi kan derfor vise de lilla omrader pa fglgende made:

15

Vi kan finde de lilla omrader, ved at treekke undersummen fra oversummen:

U-L= z flx) - (g —x20) = Z f(x-1) - (g = x-1)
j=1 Jj=1

- 1 Grgn, Bjern m.fl.: Hvad er matematik? A. 1. udg. Lindhardt og Ringhof, 2013. s. 140
- 1 Grgn, Bjern m.fl.: Hvad er matematik? A. 1. udg. Lindhardt og Ringhof, 2013. s. 140
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Vi udleder:

- Summerne bliver sammensat og (x; —
U-L= Z(f(xj) = f(x-1)) - (5 = %j-1) xj_1) bliver sat uden for parentes.
=1

n Siden g,, beskriver det starste delinterval,
< Z(f(xj) —f(x-1)) - gn mé g, = (x; —x;_,) galde. Derfor kan
j=1 (xj — xj_1) erstattes, og et ulighedstegn
indsattes.
n
S Ggn- z(f(xj) = f(x5-1)) g, Seettes uden for summen.
j=1

Vi bruger, at X (f(xj) — f(xj_l)) ma
< gn-(f(b) — f(a)) vere det samme som (f(b) — f(a) (se
billede ovenover for reference),

Dette viser netop, at nar det starste delinterval gar mod nul, sa vil forskellen mellem under-
og oversummen ogsa ga mod nul, derfor er den voksende funktion Riemann-integrabel (bevi-
set vil vaere det samme for aftagende funktioner). Den eneste made en funktion kan veere
defineret pa et interval og ikke veaere monoton, er hvis den springer lodret — er dette tilfeeldet

vil samme fremgangsmade kunne bruges.

Vi kan kigge pa en vilkérlig middelsum, og for hvert interval [x;_4; x;] vil felgende udtryk
gelde:
fx-1) = f(4) = f(x)
Fordi funktionen er voksende, herefter kan vi gange med delintervallernes leengde og stadig
beholde ulighedstegnene:
f(x-1) - (5 = x55-1) < £() - (0 = x5-1) < F () - (5 = %-1)
Da dette geelder vil fglgende ogsa geelde:
L<S<U
Vi ser altsa bade det far-definerede integral og middelsummen ligger mellem under- og over-
summen (da vi fer lavede intervallet mellem undersummen og oversummen ga mod nul).
Setter vi forskellen mellem under- og oversummen til at ga mod nul (ved at sette leengden af
delintervallerne til at ga mod nul) tvinges middelsummen derfor til at konvergere mod inte-

gralet. Derfor ser man fglgende:

14
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n n b
D) (51 =) = D £(6) - 45~ | Feod
j=1 j=1 a
Nar g, » 0 16

e Bestemmelse af et legemes inertimoment:
Idet opgavens omdrejningspunkt omhandler et forseg med en diabolo, samt at finde inertimo-
mentet for denne, er det vigtigt at undersgge, hvordan et inertimoment for et vilkarligt legeme
findes. Farst tages udgangspunkt i et simpelt legeme: En stang, der roterer om en akse gennem
midten af stangen. For at finde inertimomentet bruges integralregning i form af Riemann-
integralet.
Vi vil finde inertimomentet af en stang med lzengden | og massen m — inertimomentet vil vi
finde med hensyn til en akse vinkelret gennem stangen — i dette tilfeelde gar vi ud fra, at
stangen er homogen, og derfor vil den overalt have samme masse pr. leengde m/l. Derfor kan
det siges, at en massedel pa stangen med leengden Ax vil have massen Am = Ax - m/l. Vi
teenker os, at vi deler stangen op i en masse stykker med laengden Ax.
Man kan sige, at det stykke der befinder sig i afstanden x fra midtpunktet har inertimomentet:

Al = Am - x?

Idet x ma beskrive radius.

Vi indsetter nu udtrykket for Am og far:

m
AI=T-Ax-x2

Vil vi have det samlede inertimomentet for stangen, skal vi derfor tage summen af inertimo-

mentet for alle de dele, vi har delt stangen op i:

m m
IzzT-Ax-xzzT-Z(xz-Ax)

Det vides ud fra definitionen af Riemann-integralet, at vi kan kigge pa en uendelig fin indde-
ling, og lade Ax ga mod nul og derved fa integralet:
m (Y2
[ =—- f x2dx
Loy

Udregner vi dette fas inertimomentet I = % -m - [?

16 Grgn, Bjgrn m.fl.: Hvad er matematik? A. 1. udg. Lindhardt og Ringhof, 2013. s. 140
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Herefter tages udgangspunkt i en cirkulaer skive, idet det er et lidt mere kompliceret legeme,
hvilket giver en dybere forstaelse omkring dét at finde et inertimoment.

Vi har en cirkuler skive med massen m og radius r, og inertimomentet vil findes ift. en akse
vinkelret pa skiven gennem centrum. Skiven inddeler vi i et stort antal tynde ringe, der alle
har tykkelsen Ax. Alle dele af de tynde ringe har samme afstand fra aksen, idet de er cirkulere,
og derved bliver inertimomentet for en af ringende fglgende:

Al = Am - x?
Hvor x vil veere afstanden fra centrum til ringen, da aksen gar igennem centrum, og Am Vil

veere massen af ringen.

Hvis vi teenker os, at ringen er meget tynd, sa kan vi skere den over og folde den ud til en
rektangel, hvor lengden af denne rektangel vil kunne beskrives som 2 - x, da det er formlen
for en cirkels omkreds, og tykkelsen vil beskrives som Ax. Derfor kan det samlede areal af

denne skrives som 2m - x - Ax. Da skivens masse pr. areal ma vaere massen delt med arealet

af en cirkel, % s& kan Am skrives som falgende:

m
Am = Z-Zn-x-Ax
T T

Derfor kan inertimomentet for ringen skrives som falgende:
2m
Al = —x° - Ax
r
Da dette blot er for en ring, ma man kunne skrive skivens samlede inertimoment som summen

af alle ringenes inertimoment:

2m
I=ZAI=—2-Zx3-Ax
r

Kigger vi pa en uendelig fin inddeling af skiver, altsa hvor vi lader tykkelsen af ringene Ax
g4 mod nul (hvor Ax 0gsa kan beskrives som delintervallerne for middelsummen af funktionen
(se ”’Monotone kontinuere funktioner’), sé vil vi kunne lave det til et integral i intervallet [0,r],
idet funktionen x3 vil veere Riemann-integrabel:

2m (7

2m 1 r 1
. 30 _ Az 4l 2.,
I—r—2 Ode—r2 [4x]0—2mr
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Inertimomentet for en cirkuler skive vil derfor veere % -m -2, som kan findes ved at kigge

pa en uendelig finddeling af en opdeling af legemet ved hjalp af integralregning. '

e Bestemmelse af inertimoment for diabolo:
Omdrejningspunktet er, at finde inertimomentet for en diabolo, og for at finde dette vil vi
bruge to udgangspunkter — eksperimentalt og ved at kigge pa symmetrien og massen af selve

diaboloen.

- Inertimoment fundet eksperimentalt:
Ved at tage udgangspunkt i ligningen, hvor accelerationen er udledt ud fra den mekaniske
energi, vil vi nu finde inertimomentet ved at lave en opsetning med et rent rul, hvor accele-

rationen a males for at finde inertimomentet, idet massen m, leengden s og hgjden h er malt.
Vinklen 6 kan findes ud fra laengden og hejden, idet sin(6) = % = 0 = sin™? (%) . Accele-

rationen males vha. en afstandsmaler og programmet Logger Pro (se bilag 1 for uddybet for-

sggsopstilling).

Far selve malingen af diaboloens acceleration kunne males, var opsatningen ngdt til at blive
testet af, hvor der rulles et legeme ned ad det skra plan, som har et kendt inertimoment, for at
se, hvad en eventuel fejimargin ville vaere — og om man kunne @&ndre pa opstillingen for, at

denne fejlmargin ville blive mindre.

17 Fogh, Esper og Knud Erik Nielsen: Stive Legemers Beveegelse. 2. udg. Silkeborg Bogtrykkeri, 1999. s. 26-27
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Til testen blev der brugt en cylinder af metal, hvor massen og inertimomentet blev malt, ved
brug af definitionen for inertimomentet for en cylinder I = 0.5 - m - r2. Da vi ved, hvad iner-
timomentet er angivet som, kan vi udregne, hvad den teoretiske acceleration burde vere, nar
cylinderen triller ned ad det skra plan. Derfor kan vi sammenligne den teoretiske acceleration
med den malte acceleration, og derved finde ud af, hvor praecis opsatningen er. Malet var, at
accelerationen som maksimum matte leegge 5 procent fra den teoretiske — og vi opnaede, at
den som maksimum 13 4 procent fra, ved at a&ndre lidt pa den oprindelige vinkel pa det skra
plan. Derfor kan vi ogsa sige, at den malte acceleration for diaboloen ma veere plus/minus 5
procent som afvigelse.

Den malte acceleration af diaboloen bygger pa 15 malinger i samme opsztning, hvoraf gen-
nemsnittet af disse er taget. Dataszttet for de 15 malinger kan findes i bilag 2. Gennemsnittet
af de 15 malinger er -1,37973, og dette er derfor accelerationen, vi kan bruge til bestemmelse
af inertimomentet.

Falgende malinger af hgjden er lavet: Ah = 13,3cm — denne er malt pa 4s = 60cm ved at
male lodret fra gulvet og op til det skra plan. Derfor kan vinklen findes:

4 (13,30m
s 60cm

Idet massen af diaboloen er 136,64 gram og radius er 5 centimeter, kan verdierne puttes ind

) = 12.81°

i formlen for acceleration, og derved kendes alt andet end inertimomentet, og derved kan

denne findes:

m- g - sin(9) 136.64g - 9.82 % - sin(12.81) .
S —as - £ = -137973

Ved udledning og udregning fas falgende I = 0.000197 kg - m?
Denne kan sa sammenlignes med beregningen af inertimomentet ved at kigge pa selve diabo-

loen.

- Inertimoment fundet ved strukturen af diaboloen:
Man kan beregne inertimomentet for en diabolo ved at kigge pa, hvordan den er bygget op,

og gere ligesom 1 kapitlet "Bestemmelse af et legemes inertimoment”. Diaboloen er dog et
noget mere indviklet legeme, da det hverken er fladt eller lige tykt nogle stedet — dog kan man

bruge en lidt anden fremgangsmade.
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Ved at skare diaboloen over pa midten, og derved kigge pa den opbygning fra siden, kan
forskellige funktioner opsettes, der beskriver diaboloens radius — bade til den indre og den
ydre side. Dette kan gares vha. billedanalyse i Logger Pro, hvor et koordinatsystem kan ind-
seettes, og punkterne kan seettes. Idet én funktion ikke kan beskrive diaboloens inertimoment,
bliver man ngdt til at dele denne op i flere forskellige funktioner.
Den nemmeste made at beregne inertimomentet pa, er ved at dele den op i mange sma ringe,
da det vides fra teorien, at en rings inertimoment er givet ved Al = 0.5 - Am - (R? —r?).1®
Massen m ma kunne skrives som produktet af densiteten og volumen m = p - V, derfor kan
massen af én af ringene skrives som fglgende:
Am=p-m-(R>—-12)-Ax

Hvor Ax er tykkelsen af ringene, og m - (R? — r?) er arealet af ringene. Inertimomentet for
ringene kan derfor skrives pa fglgende made:

Al=05-p-m-(R2—71%)-(R?—7?)Ax

Hvilket betyder ud fra Riemann-integralet, at det samlede inertimoment kan skrives som:

b
I=ZAI=[ 05-p-m-(R>—712)-(R?> —7r?dx
a

Vi kan lave to funktioner: En for den indre radius, r = f(x) og en for den ydre radius

R = h(x), ved at prikke op i Logger Pro, som kan ses pa fglgende made:

18 Fogh, Esper og Knud Erik Nielsen: Stive Legemers Bevagelse. 2. udg. Silkeborg Bogtrykkeri, 1999. s. 22.
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00 -0,008302, 0,02736

MEIEFEEE

U

Hvor det kan ses, at den ydre funktion h(x) er prikket op (notér: Det er vigtigt man angiver

en leengde pa billedet ogsa (den granne streg) — i dette tilfeelde angives 0,02 meter, idet er
hvad det lige stykke er malt til).
Nar man har prikket denne op, kan man lave den regression, der passer bedst. | dette tilfeelde

var den funktion der passede bedst, et femtegradspolynomium. Regressionen ser saledes ud:

0,05+

o
Auto Fit for: Videoanalyse | Y
Y = A+BX+C*XA2+D*XA3+E* XM +F X5
A:0,02162 +-0,0001363
B:2,240 +-0,02340
C:-83,87 +/-1,089
D: 2505 +- 17,16
E: -4 423E+004 +~ 1102
F:3,064E+005 +- 1113
Korrelation: 0,9999
RMSE: 0.0001575m

Y(m)

0,04+

0,03+

X (m)

Her fas en funktion, som kan bruges i udregningen af inertimomentet.

Idet densiteten p kan skrives som % kan den findes ved at udregne volumen af diabolo-delen

og ved at male massen af den. Volumen kan findes ved at bruge de indre og ydre funktioner
der findes og finde omdrejningslegemet af disse (da man kan treekke volumen for den indre
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funktion fra volumen for den ydre). Det kan man gere ved brug af matematikkens formel til

at finde rumfanget af et omdrejningslegeme:

V=7T-fbh(x)2—7r-fbf(x)2

Massen kan males, og denne er malt til 21,5 gram, men denne skal fordobles, idet der er to
plastikdele.

Derfor ma inertimomentet for diabolo-delen kunne skrives saledes:

b m
f 05+ T+ (h(@)? = () - (h(x)* - f(x)?)edx

Hvor a og b er intervallet for den funktion, som er kreeret i Logger Pro.

Idet diaboloen er opbygget af mange forskellige dele, skal mange forskellige inertimomenter
findes, for de forskellige dele — summen af alle disse er det samlede inertimoment. Ved ud-
regning (se bilag 3) fas et inertimoment pa 0.00014, hvilket ligger 0.000057 fra det eksperi-
mentalt fundne inertimoment. Der er derudover ogsa prgvet at lave simplere udregninger af
inertimomentet, ved at antage, at plastikdelen har en simplere form (som en cylinder), men

dette gav ikke et resultat, som kunne bruges.

Der er altsa en del fejlkilder, som kan pavirke dette resultat. Den vigtigste er, at prikningen
af funktioner har en del fejl i sig, idet det er umuligt at prikke helt optimalt. Ud over dette er
der fejlmargin pa omkring 5 procent, hvor inertimomentet blev fundet eksperimentalt. Der er
ogsa nogle mindre dele i diaboloen, som vil have en lille indvirkning pa inertimomentet fun-
det i strukturen — men denne er sa lille, at den ikke vil have en stor indvirkning pa inertimo-
mentet, idet massen og starrelsen af disse er sa lille. Der er ogsd mange parametre i udreg-
ningen der kan &ndres lidt — fx l&engden man har angivet pa billedet, idet en lille fejl kan
have stor betydning for det endelige resultatet. Det samme hvis koordinatsystemet er fejlpla-
ceret bare en lille smule. Resultatet kunne derfor leegge en smule teettere pa, hvis l&engderne
kunne males til flere betydende cifre — og hvis prikkerne kunne sattes mere praecist, men

dette har vi ikke udstyr til.

e Gnidningskoefficienten for diaboloen:
Ved forsgg vil vi nu finde gnidningskoefficienten for det runde stykke af diaboloen, hvor

snoren normalt karer, nar man udfarer tricks. Der tages udgangspunkt i den statiske gnid-

ningskoefficient.
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Forsgget blev udfert ved at skille diaboloen ad, og haenge den midterste skive op i et system,
sa den statiske gnidningskraft kunne males ved opsatningen, ved at haenge et lod i hver ende
af en snor, som settes over den cirkulare skive. Et lod pa 100,2 gram blev haengt op i den ene
side, og i den anden side blev massen varieret, idet formalet var at finde den mindst mulige
masse pa det andet lod, sa snoren ville vare i et stillestaende stadie. Efter mange forsgg med
at pasette og fjerne noget masse, blev det limiteret til, at den mindst mulige masse for, at
snoren ikke ville glide pa diabolo-delen, ville vaere 75,2 gram. Altsa en forskel pa 25 gram pa
de to sider. Nar man har disse informationer kan Capstan ligningen bruges til at udregne gnid-

ningskoefficienten.

Rope

TLoad THold 19

Capstan ligningen gar ud pa at kigge pa et reb om et rundt legeme, for enten finde hvor meget
kraeft rebet treekker med i en af siderne, eller for at finde gnidningskoefficienten. Maden man
ger det pa er ved at kigge, hvor meget rebet er snoet om det runde legeme, og ved at kigge pa
treekstyrken vha. fglgende ligning:

Tioad = Thota - €#%

19 Diagram to explain the capstan equation.. Vedala, Krishna. Set: https://en.wikipedia.org/wiki/Capstan_equation#/me-
dia/File:Capstan_equation_diagram.svg. 16.12.2015. (Billede)
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Hvor Ty, .4 er treekkreeften for rebet med det tungeste lod, Tj,,;4 er treekkraften for rebet med
det letteste lod, p er gnidningskoefficienten og ¢ er hvor stor en del af det runde legeme rebet

er drejet om malt i radianer.?°

Idet lodderne hanger frit fra det runde legeme i opsatningen vil delen rebet er drejet om det
cirkuleere legeme vere =, idet en fuld cirkel er 27, og rebet ma blot vaere drejet om halvdelen.
Derudover kan Tj,qq 09 Tho1q Udregnes, idet vi har masserne m; = 100,2g og m, = 75,29,

sa kan tyngdekraften pa disse to udregnes, og det ma veere rebenes treekkraft i hver ende:

m
Tioaa = 100,29 - 9.82 5 = 0.984N

m
Thota = 75.29 - 9.82 = 0.738N

Derudover har vi informationen ¢ =

Derfor kan vi udregne gnidningskoefficienten pa falgende made:
0.984N = 0.738N - e#™

Ved udledning og udregning fas 4 = 0.0916

Den statiske gnidningskoefficient for diaboloens midt-del er derfor 0.0916. Gnidningskoeffi-
cienten har en stor betydning, nar man laver tricks med en diabolo, idet det er den man bruger
for at f dens vinkelhastighed ® op, s& man kan lave tricks med dem. Den made man far

diaboloens vinkelhastighed op, vil vi kigge nermere pa.

o Kreafter i et diabolo-trick
Vi kigger pa et simpelt trick, der bliver lavet med en diabolo, for at se, hvilke krefter og

energier der treeder i kraft, nar sadan et bliver udfart. Der kigges pa et trick, hvor diaboloen

bliver Igftet op ved at stramme snoren, nar den er i rotation:?

20 Capstan Equation. Udgivet af Wikipedia. Internetadresse: https://en.wikipedia.org/wiki/Capstan_equation - Besggt d.
16.12.2015 (Internet)

21 'Youtube: Some cool easy diabolo tricks. Udgivet af syversveen sin kanal. Internetadresse:https://www.you-
tube.com/watch?v=RKdoHI8WA0Q - Besggt d. 15.12.2015 (Internet)
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Drengen starter forsgget med at fa diaboloen til at roterer, som kan

ses pa billedet.

For at fa diaboloen til at roterer traekker drengen hardt i snoren med
sin venstre hand, hvilket resulterer i, at diaboloen begynder at roterer
mod uret (fra vores vinkel). Dette sker pa grund af gnidningen mellem
snoren og diaboloen, idet han treekker i snoren, vil diaboloen derfor

falge med, idet gnidningskraften far sasmme retning som snorkraften.

Han treekker kun med den ene arm, da den ellers ville skifte mellem

at roterer den ene og den anden vej, hvilket vil fa diaboloen til at vere

stille, hvis han traeekker med samme kraeft med begge haender.

Man kan altsa sige, at hans T},,;4 €r nul, idet der ikke treekkes med
den ene hand, og hans T}, €r stor, hvilket er det, der skaber rotatio-

nen.

| tricket drejes snoren hele vejen rundt om diaboloen, og ved at

stramme snoren lgftes den op, og l@snes snoren falder den lidt.

Grunden til, at diaboloen ryger opad nar snoren spandes, er fordi,
at snoren spaendes sa hardt om diaboloen, at det er den statiske
gnidningskraft mellem snoren og diaboloen treeder i kraft. Den
statiske gnidningskraft er sterre end den dynamiske, og derfor
stiger diabloen op. Idet han lgsner snoren, sa er det den dynami-
ske, og idet de er mindre end den statiske, sa ryger diaboloen

naensomt nedad.

Gnidningskraften ger dog ogsa, at vinkelhastigheden for diabo-
loen aftager, s& den kommer til at rotere med lavere og lavere fart,
derfor er dette et trick, der kun kan gares i kort tid.
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Konklusion:
| opgaven har vi vist hvordan inertimomentet er skabt, og hvordan det har betydning for ener-

gien for et stift legeme der roterer. Der er ogsa kigget pa den samlede kinetiske energi, og
hvordan der via Konigs seetning kan vises, hvordan den samlede kinetiske energi er givet.
Derudover er der ogsa kigget pa den mekaniske energi, og hvordan denne kan bruges til at
bestemme accelerationen for et legeme der udfarer et rent rul, eller hvordan det kan bruges til
at bestemme inertimomentet for et legeme eksperimentelt. Vi har ogsa kigget pa, hvordan
inertimomentet kan findes ved at kigge pa strukturen i en diabolo og ved at bruge integralreg-

ning i form af Riemann-integralet.

Ydermere har vi kigger pa gnidningskonstanten for den midterste del af en diabolo, og ogsa
hvordan gnidningskraften har betydning for de fundamentale tricks, man kan lave med en

diabolo.

Vi kan til sidst konkludere, at inertimomentet for et legeme der har en kompleks struktur kan
veere sveer at finde, og at det ogsa mange gange er vigtigt bade at kigge pa teorien og eksperi-
menter, for at vere sikker pa, hvad inertimomentet er. Der kan vaere en masse parametre, som
kan pavirke et legemes inertimoment, og det er praecis dette, der ger, at det kreever hgj praci-
sion at finde, som vi i det almene gymnasium ikke altid har mulighed for at opna helt precist.
Via matematiske metoder og viden inden for fysik kan der dog opnas en form for resultat,

som kan diskuteres ud fra de parametre, som der er.
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e Bilag 1:

Uddybet forsggsopstilling samt materialeliste.

- Materialeliste:
Materialelisten er som fglger (se billede for referencer):
1. Etbord, der kan bruges som skrat plan ved at Igfte det i den ene ende.
2. Elektronisk afstandsmaler
3. LabQuest med tilhgrende ledninger
4. Computer med programmet Logger Pro
5

Noget der kan lgfte bordet (her er brugt en skruetvinge med en metalplader der stgtter

bordets placering).

- Forsggsopstilling:
Forspget gar ud p3, at man har et skrat plan i form af et bord, hvor man kan trille et objekt

ned ad (her en diabolo). Derudover placeres afstandsmaleren i midten af bunden af det det
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skra plan (se billede), sa denne kan male op ad det skra plan. Dataopsamlingen sker via com-

puteren.

- Dataopsamling

Under fanen ”"Dataopsamling” i Logger Pro sattes maleren til 20 malinger pr. sekund i 5 se-
kunder — dette kan fgrst ggres, nar afstandsmaleren er sat til computeren via LabQuest.
Malingen startes og diaboloen bliver trillet ned ad det skra plan, direkte mod afstandsmalet,
sa den kan male, hvilken acceleration den ruller med — denne skulle meget gerne vaere kon-
stant.

For at sikre sig, at ens forsggsopstilling fungerer korrekt og godt, kan man rulle et kendt
objekt som fx en cylinder ned ad det skra plan, der g@r, at man kan udregne den teoretiske

acceleration og sammenligne med den malte.
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e Bilag 2:

Her ses skemaet for den malte acceleration ved rulning af diaboloen.
a/(m/s?)
-1,414

-1,363

-1,402

-1,371

-1,393

-1,302

-1,379

-1,388

-1,415

-1,343

-1,404

-1,343

-1,409

-1,371

-1,399
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e Bilag 3

Der bruges tre funktioner. Den ydre h(x) den ene indre f(x) og den anden indre v(x), som kan
ses prikket pa dette billede:

v IV, VU T T, W s T

e

M =IEREE

E1E

b |

Der fas derfor tre funktioner, der laves regression pa (bortset fra den der gar lige, idet det er
en konstant). h(x) og f(x) vises her:
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h(x):

0,05

A
Auto Fit for: Videoanalyse |

Y = A+BR+CHAZ+D*XA3+E" NN
A:0,01813 +-0,0001656

B: 2,163 +- 0,02864

C:-64,46 +- 1,370

D: 1107 +- 20,63

E:-8541 +- 1058

Korrelation: 0,8993

RMSE: 0,0001906 m

f(x):
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0,045+

[
Auto Fit for: Videoanalyse | ¥ 2
Y = A+BX+CT M2 +DXA+ER KM
A20,01030+-0,0002428

1 B: 2,288 +-0,04318
0,040+ C:-57,37 +-2,293
D: 659,89 +- 37,63
E:-1905 +- 64,11
Korrelation: 0,9999
RMSE: 8 622E-005 m

0,035

Y 2(m)

0,030+

0,025+

X2 (m)
Konstanten for v(x) er 0.04516.

Vi har derfor disse tre funktioner:

hi=x— 001813 +2.163-x — 64.46-x> + 1107-x° — 8541 -x"

fi=x— 0.01030 + 2.288-x — 57.37-x> + 659.9-x> — 1905-x*
v :=x — 0.04516

Derfor kan vi udregne volumen af plastikdelen ved treekke omdrejningslegemet for de to in-
dre funktioner fra omdrejningslegemet for den ydre:

0.04754 0.03396 0.04754

R e-m]  (@le-m 00

0.002837 0.006706 0.03396

Hvilket er 0.00006440165161

Dette kan indsettes i formlen for inertimomentet — men dette skal regnes af to dele — farst
for den ydre og den ene indre, og derefter for den ydre og den anden indre. Herefter tages

summen:
0.03396
2 2 m 2 2
J 05-((h(x))* = (/)*) S oovoeaaoresrer ™ (A = (/(x))?) dr
0.006706
=0.000004575797479

Vi
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Og
0.04754
2 2 mn 2 ?
J0033960.5'((h(x” ~ (%) 0.00006440165161 T ((hx))” = ()7 de
©=0.000003556624794

Summen tages:
0.00006440165161 + 0.000004575797479 = 0.00006897744909
Der ganges med to idet der er to plastikdele i en diabolo:

0.0001379548982

Hvilket tilngermelsesvist er det teoretiske inertimoment for diaboloen. De andre dele vil have
en sa lille indflydelse, at dette tal kan sammenlignes med den eksperimentelt fundne.

Vi



