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Abstract
In this assighnment | want to illuminate mathematic models and its’ use in the daily
movement. By math it’s proven how all solutions equals first-order equations

y'=a*yandy’=a*y+b.

Newton’s law of cooling is presented combined with a short introduction of heat

and energy on the molecular level.

This is followed by an experiment that shows us how a cup of coffee is cooled
down caused by the surroundings’ temperature. Affects and error sources are
discussed, including a discussion about the mathematic model and how it suits the

observations.
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Matematiske modeller opstilles inden for mange fag og emner i hverdagen. Inden for naturvidenskaben

gores der isaer brug af matematiske modeller, for at kunne forudsige og beregne mulige observationer.

Man prgver altsa at tilneerme sig den virkelige verden, ved hjeelp af handgribelige modeller.

Generelt i fysikken bliver der brugt utallige matematiske modeller. | forbindelse med varmetab ggr man

ofte brug af en matematisk model kaldet Newtons afkglingslov. Denne lov ggr det muligt ud fra

observationer at lave yderligere beregninger med disse resultater. Dog udelades der ogsa variabler af

mindre betydning.



Problemformulering

| opgaven gnskes der en redeggrelse for matematiske modeller, herunder differentialligningsmodeller.
Dette leder op til en redeggrelse for bestemmelsen af samtlige lgsninger til fglgende differentialligninger af

1. orden:

1. Bevis for samtlige lgsningery’'=a *vy

2. Bevis for samtlige lgsningertily =a*y+b

Dette efterfglges af en redeggrelse for Newtons afkglingslov. Herefter fremlaegges et forsgg omhandlende
varmeafgivelsen fra en varm kop kaffe til omgivelserne. Herunder diskuteres forsgget, fejlkilder og den

matematiske models problematikker.

Matematiske modeller

Matematiske modeller bruges ofte i naturvidenskaben. En matematisk model er en opstilling eller
beregninger, der skal tilnaarme sig virkelighedens resultater sa godt som muligt. | mange forsgg og
eksempler spiller mange variabler ind pa det endelige resultat. Oftest udelades nogle af disse i vores
beregninger, da vi vurderer, at de har mindre betydning for det endelige resultat. Den matematiske model
er derfor ikke altid przecis, men giver os en god idé om hvad vi kommer til at observere.

Et eksempel pa dette kan veere ved beregning af bevaegelsesenergi:
EKIN =m * \)

Bevaegelsesenergien regnes altsa ud fra massen og hastigheden, hvor en variabel som luftmodstanden altsa

ikke medregnes. Dette skyldes at der ikke forventes stgrre relevante udslag ved at fjerne denne variabel.

Differentialligningsmodeller og veekst

Differentialligningsmodeller ses ofte i forbindelse med bevaegelse i fysik, populationsvaekst i biologi eller
gkonomisk vaekst i samfundsfag". Her er det vigtigt at ggre sig klart hvilke faktorer, love og parametre der
spiller ind. | disse beregninger kan det gnskes at finde en vaeksthastighed i et givent punkt hvilket

udtrykkes som en differentialkvotient.

Vi kan tage udgangspunkt i et eksempel® fra biologien, hvor vi placerer nogle bakterier i en naeringsvaeske

der vil fa cellerne til at dele sig. Vi observerer at cellepopulationen vokser i takt med tiden. Tiden er altsa



vores x-vaerdi, mens antallet af bakterier er f(x). @nsker vi at finde vaeksthastigheden pé et givent tidspunkt

skal vi altsa finde f’(x). | sddanne eksempler kan det somme tider ogsa vaere relevant at finde vaekstraten

der er forholdet mellem vaeksthastigheden og antallet af bakterier, altsa: %

Differentialligninger af 1. orden

Lgsningen til differentialigninger er altid en funktion, da der i en differentialligning altid bade er f’(x) og

f{x)?. | mange differentialligningtyper kan man altsa angive en regneforskrift for Igsningsfunktionerne.

Differentialligninger kan opskrives pa forskellige mader:

1. f(x)=2f(x)
2. y'=2y
3. dy/dx=2y

Regneregler

Nar vi arbejder med differentialligninger af 1. orden, skal vi kende til visse regneregler:

1. Monotonisetningen:

Hvis f’(x) = 0 er det ensbetydende med at f(x) = k.

2. Differentialkvotienten for en funktion (h(x)), der er produktet af to funktioner (g(x) og f(x)) udregnes

saledes:

h(x)=g(x) * fix) < h’(x)=g’(x) * f(x) + g(x) * f'(x)

3. Potensregnereglen:

X" ¥ X=X

4. Almindelige regneregler for Igsning af ligninger



Bevis for samtlige Igsninger til y’=a * y

y'=a*y

Der ganges med et pa begge sider af lighedstegnet

-a*t -a*t

y*e''=a*y*e

Hele udtrykket szettes nu pa samme side af lighedstegnet, sdledes at vi far 0 pa den ene side

-a*t

-a*
y*e“ -a*y*e” =0

- a og y flyttes nu rundt

-a*t

y*e“'-y*a*e® =0
Da regneregelen siger at e”"” =-g * e ' far vi fglgende;

y/ * e-a*t + y * (e-a*t); - 0

Produktreglen tages nu i brug

(v *e”y =0

Monotoniszetningen bruges og ¢ bruges som konstant

_a*
y*e“'=¢

Der ganges med e” ' pa begge sider af lighedstegnet

y % e—a*t*ea*tz c *ea*t

e—at*eafzo

* 50 * 0%t

Denne model kan bruges ved afkgling hvis omgivelsestemperaturerne er pa 0. Denne model er altsa ikke

optimal nar vi regner med afkgling ved stuetemperaturer eller enhver anden temperatur.



Bevis for samtlige Igsninger tily’=a*y +b

y'’=a*y+b

a sxettes uden for en parentes

=y 42
y=y+

Der ggres nu bryg af at (y + Z)’ =y + (Z)’ +y' +0=y

(y+2) =a* (y+2)

b
y + - erstattes med z

Resultatet fra Bevis for samtlige lgsninger til y’ = a * y

z=c¥*e

b oo .
y + —seettes ind i modellen igen

- = *x L0t
y + J-Cce
b
- traekkes fra pa begge sider af lighedstegnet
a*t

b
=c*e"'-—
y a

Denne matematiske model kan fx bruges ved beregning af temperaturfald i forskellen mellem et

materiale og omgivelserne, da alle faktorer der gnskes inddraget er daekket.



Newtons afkglingslov

Termisk energi er bevaegelse pa atomart niveau. Nar vi tilfgjer energi vil molekylerne bevage sig hurtigere.
Temperatur fortzeller os om et stofs indre energi. Her maler vi i celsius og kelvin, hvor 1°C/k er den samme
mangde energi. | forbindelse med molekylernes bevaegelse, betyder det at molekylerne bevaeger sig
hurtigere ved hgje temperaturer og langsommere ved lave temperaturer.

Under afkgling afgives der energi fra vores materiale til omgivelserne. Newtons afkglingslov forteller os, at
effekten er proportional med temperaturforskellen, nar der afgives energi i form af varme til omgivelserne.
Hvis vi gar ud fra denne opgaves eksempel, hvor varme afgives fra vandet til omgivelserne vil formlen lyde

saledes:

P=k*A* (TVAND_ TOMGIVELSER)

Man kan opstille en differentialligning ud fra newtons afkglingslov, som udtrykker udviklingen af legemes

temperatur dy/dt, ved hjlp af en differentialligning:

Hvis vi gar ud fra at omgivelsestemperaturen er 25°C, vil en afkgling af materialet som funktion af et givent

tidsinterval t veere:

Z—Jt’=c(y(t)—25) hvor: t>0
dy/dt: er temperaturaendringen
y(t) - 25: er temperaturforskellen mellem legemet og omgivelserne

c: er en given proportionalitetsfaktor

Forsgg: Afkegling af kaffe

Formal
Vi ved med forsgget undersgge hvordan temperaturforskellen mellem kaffe og omgivelserne aftager. Det
forventes at hastigheden, hvormed temperaturen falder, vil vaere proportional med forskellen pa kaffens og

luftens temperaturer.



Materialer
- Kop til kaffe
- Varm kaffe

- Termometer m. USB (tilsluttet til computer sa dataindsamling kan forega vha. loggerPro)

Fremgangsmade
Kaffen brygges med opvarmet vand og fyldes i en kop. Termometeret placeres i glasset og
malingerne sattes i gang i loggerPro. Vi lader forsggsopstillingen sta til temperaturen ikke lengere

aendres.

Forsggsopstilling

VA

\ Termometer med USB

Kop med varm kaffe

® Computer til

dataindsamling




Resultater
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Graf 1: Pa grafen er x-aksen angivet som tiden, mens y-aksen er temperaturen af kaffen. De r@de punkter

er data fra forsgget, mens den grgnne graf er lavet med CAS-vaerktgjet der giver os eksponentielregression

ud fra det malte data. Et skydelement er hertil indsat for at kunne andre pa stuetemperaturen, sa vi kunne

finde stuetemperaturen ud fra regressionen.

Fejlkilder

Upraecise temperaturmalinger

Hvis der har veeret aendringer i stuetemperaturen kan det have aendret pa det endelige resultat.

Disse a&ndringer kunne skyldes konvektion.

Isolering i koppen

Koppens isoleringsevne bliver ikke brugt i efterbehandlingen.

Ufuldsteaendigt forsgg

Forspget stod ikke sa laenge at temperaturen var stoppet med at falde og grafen var fladet helt ud.



Kaffen ndede altsa ikke stuetemperatur fgr afbrydelse.

Efterbehandling’

Grafl: | Tl oprettes der endnu en kolonne i lister og regneark, og forskellen mellem stuetemperaturen og
temperaturmalingerne findes for alle observationer. Vi gar ud fra at ssmmenhangen mellem tiden og
temperaturforskellen aftager eksponentielt. Dette kontrolleres ved at der hertil ved hjaelp af CAS-vaerktgj
laves ekspotentiel regression over tiden og temperaturforskellen. Her fas r’= 0,9884.

For at undersgge om der som forventet er en sammenhang ekspotentiel sammenhang mellem kaffens
temperatur og temperaturforskellen mellem kaffen og omgivelserne, indsaettes der i Tl et skydeelement.
Skydeelement er altsa til for at regulere pa stuetemperaturen, hvor vi sa kan laese stuetemperaturen ud fra
denne veaerdi. Dette skydeelements interval saettes mellem 20 og 40 °C. Vi kan se at regressionen ligger sig
ret preecist op af den indsamlede datas punkter ndr stuetemperaturen i skydeelementet er sat til 31°C. |

regressionen er r’= 0,9996.

| forbindelse med behandling af vores data, forsggte vi nu at ggre brug af vores differentialligning. Fgrst
bestemmes en forskrift for Igsningen pa vores differentialligning, hvor vi leegger ud med at ggre brug af
felgende data fra vores eksperiment:

- Ved forsggets start (0 sekunder) havde vores kaffe temperaturen 66,3 °C

- Efter 1800 sekunder (30 minutter) havde kaffen temperaturen 41,1 °C.

- Ud fra regressionen havde vi en stuetemperatur pa 31 °C.

Vi anvender nu et CAS-vaerktgj, TI-Nspire til at Igse ligningen, hvor vi har indsat stuetemperaturen:

deSolve(femp'rk- (femp—fnljjfjfemp]l temp=c1 e Fiiay

Vi far heraf formen:

byexe
a

Lgsningen hedder altsa:
c*e*431
Ud fra vores eksperiment gnsker vi herefter at bestemme vardierne for c og k saledes:

Forst bestemmes c ud fra temperaturen ud fra starttemperaturen (0 sekunder/0 minutter):
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e'k'U

solve(c- +31=66.3Jc) c=35.3

k findes nu ud fra temperaturen til tiden 1800 sekunder/30 minutter:

solvel35.3 e 30431241 1,4) k=0.041712

Ud fra dette har vi forskriften:
T=35 3*e»0,041712*t+31

Ved at indsaette vilkarlige vaerdier for t i en tabel far vi disse resultater:

Tid i min. 0 10 30 60
Temperaturi°C 66,3 54,3 41,1 33,9
Herunder ses de observerede resultater ved samme tidsangivelser:

Tid i min. 0 10 30 60
Temperaturi°C 66,3 56,2 41,1 35,7

Den stgrste afvigelse ligger altsa pa 1,9°C, altsa en afvigelse pa ca. 3,5 %.

Diskussion

Temperaturen aftager eksponentielt pga. molekylernes bevaegelse. Da temperaturforskellen mellem kaffen
og omgivelserne er st@rst i starten af forsgget, da kaffen er varmest, vil temperaturen falde hurtigst her.
Dette skyldes som sagt at molekylerne bevaeger sig langt hurtigere ved de hgje temperaturer, og varmen vil

derfor ogsa afgives hurtigere.

Ud fra sammenligning af den matematiske model ses der afvigelser pa 3,5 %, hvor flere faktorer kan have
spillet ind. Konvektion kan have haft en mindre betydning for resultatet, men bgr umiddelbart ikke have
haft en seaerlig indflydelse da forsgget foregik i et smat lukket rum. Omvendt kan det lukkede rum ogsa have
gjort at stuetemperaturen er blevet varmet op omkring forsggsopstillingen. Her kan det forestilles at luften
dermed har skabt en mindre isolationsevne i sig selv. Denne faktor gar jeg umiddelbart ikke ud fra har haft
en stgrre indflydelse, men den kan vare vaerd at overveje.

Desuden foregar der et varmetab i form af varmestraling, som der heller ikke er taget hensyn til.
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Stuetemperaturen blev ud fra vores beregninger med CAS-vaerktgjer angivet til 31°C. Denne
stuetemperatur er bemaerkelsesvaerdi hgj, sandsynligvis hgjere end den egentlige stuetemperatur. Dette
skyldes sandsynligvis at forsgget blev stoppet f@r kaffen havde ramt stuetemperaturen. Der er hertil lavet
en regression ud fra ufuldstaendig dataindsamling. Andre faktorer som isolering og konvektion kan ogsa

have haft indflydelse.

| forbindelse med dette forsgg kunne det ogsa have veeret relevant at lave forsgg med forskellige maengder
vand. Her ville vi ga ud fra at en st@grre maengde vand ville tage laengere tid at nedkgle da en stgrre maengde

energi skulle afgives til omgivelserne.

Konklusion

Den matematiske model kan med tilnaermelse give os en idé om udfaldet i dette forsgg. Matematiske
modeller beskriver et afgraeenset omrade af virkeligheden, og da variabler som isolering og konvektion er

udeladt, kan dette forsgg ikke beskrives praecist med en matematisk model.
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